Calcul matriciel et Déterminant

DETERMINANTS

Déterminant d’ordre 2

a1 a L oas . .
Le symbole all 12| est appelé déterminant d’ordre 2 de la matrice A =
21
a;p a p s
1 ™2 ) et est défini par :

a1 a2

a;1 a

det A = B 12— a11ay — Aaidnq.
a1 422




ExempleS:
3 5 ’

2 1
‘5 3 ‘—2><3—1><5—6—5—1.

25

On constate alors que :
1. Si deux lignes (ou deux colonnes) d'un déterminant sont permutées la
valeur du déterminant est multipliée par (-1).
2. det(*A) = det A, d’ot1 la valeur d’un déterminant est conservée lorsque
I'on échange les colonnes et les lignes (dans le méme ordre).

13 ’—1><5—3><2—5—6——1.

Déterminant d’ordre 3
a1 diz2 a413
Soit A = dy1 Ay a3 , on définit
az] 4azp 4ass

a1 d12 413
detA =1 ayy axp ax
az] 4aszp 4ass

— | %22 923 app a3 Ay a3
— 411 a1
azy as3 azy asz Ay ay
———
T T 0 .
mineur de aq mineur de ayy mineur de as; Exemple :
1 30
Soit A = 2 6 4
-1 0 2
1 30
6 4 30 3 0
S R R L R

=12-12-12 = —12.

Le cofacteur de 1'élément de (det A) de la i€ ligne et la k" colonne (noté
Cix) est égal a (71)’”‘ fois le mineur de cet élément (i.e. le déterminant d’ordre

2 obtenu en supprimant la i ligne et la k" colonne).

1. Le cofacteur de ap est Cpp = (—1)2+2| 11 13
a1 as3
+

2. Les signes (—1)"*/ forment la table suivante —



3. On peut écrire det A sous la forme :
det A = a11Cy1 + a21Cp1 +a31C31

ou C;; est le cofacteur de a;; dans det A.

Le déterminant de A, det A, peut étre developpé suivant n'importe quelle
ligne ou colonne, c’est a dire, qu’il peut étre écrit sous la forme d’une somme
de trois éléments de n’importe quelle ligne ( ou colonne ), chacun multiplié par
son cofacteur. Exemple :

a1 a12
asy 4z

a1 M3
asz;  4ass

a2 13

detA = —ay;
asp 4as3

+ azy

Si tous les éléments d’'une ligne ( ou d'une colonne ) d'une matrice A sont
multipliés par une constante k, la valeur du nouveau déterminant est k fois la
valeur du déterminant initial. Cette propriété peut étre utilisée pour simplifier
un déterminant. Exemple :

1 3 0 1 3 0 1 30

2 6 4|=|2x1 2x3 2x2|=2| 1 3 2

-1 0 2 -1 0 2 -1 0 2
1 3x1 0 1 10 1 10
=2 1 3x1 2|=2x3] 1 1 2|=6|1 1 2
-1 3x0 2 -1 0 2 -1 0 2

1 1 2x0 1 10 1 10

=6 1 1 2x1|=6x2] 1 1 1|=12 1 1 1 |=12

-1 0 2x1 -1 0 1 -1 0 1

1. Sitous les éléments d"une ligne ( ou colonne ) d’'un déterminant sont nuls,
la valeur du déterminant est nulle.

2. Si deux lignes (ou colonnes) d'un déterminant sont proportionnelles, la
valeur du déterminant est nulle.

3. Sichaque élément d'une ligne (ou colonne) d’un déterminant est exprimé
sous la forme d’un bindme, le déterminant peut étre écrit comme somme
de deux déterminants.

Exemples :

a; + d1 b1 C1 aq bl C1 dl bl C1
ay+dy by ¢ |=|a by ¢ |+|dy by ¢
asz + d3 b3 C3 as b3 C3 d3 b3 C3



La valeur d’un déterminant est conservée si 1’on ajoute a une ligne (ou a une
colonne) une combinaison des autres lignes (ou colonnes). Exemples: o

1 10 110
Ci = C+C

101 1| et 2y

10 1 = 00 1

C1 — Cq + Cj signifie que 1'on a ajouté la colonne C3 a la colonne C;. o

3 -1 2 0 -1 2
Ci = Ci+Cy—C
6 2 4| 17T, 5y
1 7 3 = 5 7 3
-1 2
-5 24:':5(—4+4):0.

La ligne ( ou colonne ) dans laquelle seront effectués les calculs ne doit pas
étre multipliée par des scalaires. La multiplication par un scalaire A reviendrait
a multiplier le déterminant par A. Exemple :

1 2 01 1 2
Li—2L;—L - _ - _
‘23‘ 1 1 3‘23' Zalorsquezs‘ 1.
Déterminant d’ordre n
ain 412 ... g
azy dyp ... Ay .
Lesymbole | . . . . | estappelé déterminant d’ordre n. « Pour
anl an2 ... Oun

n = 1, ca signifie a11. ® Pour n > 2, ¢a signifie la somme des produits des
éléments de n’importe quelle ligne ou colonne par leurs cofacteurs respectifs
c’esta dire:

a1l aip ... A4y
ar1 Adyp ... dyy

=a,1Ci1 +apCp + ... + 2, Ciyy,
a1 Gn2  --- Ann

(i=1,2;...; oun). Oubien

a1 a1y ... Ain
an azyy ... dop

= a1, Cyp + ap + Cor + - .. + 3,4 Cog,
Ayl Aa4y2 ... Oupn

(k = 1;2;...; ou n). e Le déterminant d’ordre # est alors défini en fonction
de n déterminants d’ordre (n — 1), chacun est a son tour, défini en fonction de
(n — 1) déterminants d’ordre (n — 2) et ainsi de suite, finalement on aboutit
aux déterminants d’ordre 2.



1. Les propriétés précédentes relatives au déterminant d’ordred 3 restent
valables pour un déterminant d’ordre .

2. Pour calculer la valeur d’un déterminant, on développera suivant la ligne
ou colonne o1 il y a le plus de zéros.

Exemple :
1 1 1 =3 0 1 1 -3
1 1 -3 1 G2G+0+G6G+G 0 1 -3 1 —0
1 -3 1 1 = 0 -3 1 1 |~ ™
-3 1 1 1 0 1 1 1

1. det(A + B) # det A + det B en général.
2. det(AB) = (det A)(detB).
3. det(A™1) = (det A)~! ot A~! désigne I'inverse de A.

Calcul de I'inverse d'une matrice carrée d’ordre n

On rappelle qu'une matrice carrée A d’ordre n est inversible s’il existe une
matrice B d’ordre n telle que AB = BA = I,, ol I, est la matrice unité d’ordre
n, c’est a dire la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont tous égaux
al.

1. A estinversible si et seulement si det A # 0.

2. Si A est inversible, alors

AT = o (adj(A))

ot (adj(A)) désigne I'adjoint classique de A c’est a dire la matrice /[Cyj]
ou C;; désigne la matrice des cofacteurs de A.
Exemple : Soit

2 3 -4
A= 0 —4 2
1 -1 5
2 3 —4 0 5 —14
L L1 —2L _
0 4 2 | ATHTER g 4 2 :’i 214‘:7467&0.
1 -1 5 = 1 -1 5
Alors det A # 0 et donc A est inversible. Déterminons les 9 cofacteurs de A :
-4 2 0 2 0 —4
C11=‘_1 5'2*1&@2:*‘1 5‘22,C13=‘1 _1‘:47
3 —4 2 —4 2 3
Cz1=*‘71 5 ‘=*11,C22=‘1 5 ‘214,C23=*’1 71’=5,
3 —4 2 —4 2 3
C31:‘_4 5 ‘:*10,(:32:*‘0 2 ':*4,C33:‘0 _4‘278.
La matrice des cofacteurs de A devient :
—-18 2 4
[Cij] = -11 14 5
-10 -4 -8



Par suite :

. L L[ -18 —11 10
-1 _ ; — I _
= Gota () = Gez 1Gil = — 56 i 154 _g

2 Systemes linéaires

SYSTEMES LINEAIRES

Définitions
Un systeme de n équations et m variables inconnues, est un ensemble des
équations de la forme :

anxi +apxo + ..+ aypxm = by
a1X1 +axnxy + ..+ dypXm = bz

ap1X1 + A2 X2 + oo + AymXm = by

a;j € R sont les coefficients du systéme linéaire, x; sont les inconnues et les b;
sont les termes indépendants. Résoudre le systeme, c’est trouver les valeurs
de xq, ..., xy; vérifiant les équations antérieurs. Les systémes sont classifiés de
la maniere suivante :
1. Systéme incompatible : sil n’admet pas de solution.
2. Systemes compatible : s’il admet au moins une solution.
— Compatible déterminé : s’il admet un nombre fini de solution.
— Compatible indéterminé : s’il admet un nombre infini de solution.

Forme matricielle
Le systéme antérieur peut étre écrit sous la forme suivante :

ai aipp ... iy X1 bl
an azy) ... Ay X2 l’Jz
an1 Ap2 .- Onm Xn by
a4 ... A x1 by
Ay ap ... Ao x2 by .
Notons : A = . . . . , X = . etB = . | . Aors le systeme
apl An2  --- Aum Xn by
devient :
AX =B



A est dite matrice du systeme. Le systéme peut étre écrit sous cette forme :

a4 ... A1 by
ayy dyp ... Ay bz
(A[B) = . .
a1 a2 --- OGum by

Résolution de systemes linéaires : (Méthode de Cramer)

Dans le cas d'un systeme linéaire a n équations et n inconnues, de la forme
AX = B, o1 A est une matrice carrée d’ordre n.

Le systéme peut étre résolu par la méthode de Cramer, a I'aide des déter-

X1 by
minants, lorsque det A # 0. Si on pose X = : etB = . |, alors
Xy b,
1
X; = m det Bl

ot1 B; est la matrice obtenue en remplacant la i colonne de A par B. Exemple:

Utiliser la méthode de Cramer pour résoudre le systeme :

X1 + 3x3 = 2
—x1 + 2% 4+ 2x3 = 3
xp + 4x3 = 5.
1 0 3
Soit A= | —1 2 2 | lamatrice des coefficients de ce systeme.
0 1 4
1 0 3 103
Ly =L+ L
detA=| -1 2 2| 22271 10 2 5[=3#0.
0 1 4 - 01 4
Alors det A # 0, la matrice A est inversible et le systeme admet une seule
X1
solution | xp
x3
112 03 1/ 2 0 3
X =3 3 22 =3 -7 0 —6|=-3
51 4 5 1 4
1 2 3 1 2 3
1 1
X2 =3 -1 3 2|= 3 0 5 5]|= —g.
0 5 4 0 5 4
1 0 2 1 0 2
X3 = % -1 2 3 |= % 0 2 5|= g
0 15 015



b ok ok ok ok ok ok %k
0 0 & * * % * * *
0 0 0 & * % % #* =*
0 0 0 0 0 0 & =+ =
0 0 0 0 O0O0O0 0 &
0O 0 0 0 O0O0O0DO0TO0

les * désignent des coefficients quelconques
les & des pivots, coefficients non nuls

Résolution des systémes linéaires avec la méthode du pivot de Gauss

une matrice est dite échelonnée (en lignes) si le nombre de zéros précédant
la premiere valeur non nulle d'une ligne, (appelée pivot), augmente ligne par
ligne jusqu’a ce qu’il ne reste éventuellement plus que des zéros.

12 -1 -1 1 -2 1
Exemples: A= 0 0 1 4 A matrice échelonnée B = 0 2 -6
00 0 O -4 5 6

B matrice non échelonnée. Une matrice est dite échelonnée réduite si :
1. Les pivots valent 1

2. les autres coefficients dans les colonnes des pivots sont nuls.

110 3
Exemples: C= | 0 0 1 4 | C matrice échelonnée réduite Toute ma-
0 00O

trice peut étre transformée en une matrice échelonnée réduite au moyen d’opé-
rations élémentaires sur les lignes :

— On inter change 'ordre des lignes.
— On multiplie une ligne par un scalaire non nul.
— On ajoute & une ligne une combinaison linéaire des lignes restantes.

La matrice échelonnée réduite ainsi obtenue est unique.

Exemple :

Méthode du pivot de Gauss : La méthode du pivot de Gauss consiste a
transformer, a l’aide des opérations élémentaires sur les lignes, la matrice sys-
téme en une matrice échelonnée réduite .

On obtient ainsi un nouveau systeme équivalent au systeme initial (les deux
systemes ont les mémes solutions). Exemple : Résoudre le systeme suivant
avec la méthode du pivot de Gauss :

xX+y+z=3
2x—y—2z=0
—x+2y+z=2.



A A-AL ALA-n
33 21 Gel) = =
Nt @ B 3394 (L, = L,-3L) e odl (L L-1)
L(-1) eodly Qo AL
0 01 4 & ~>-L)
DA - DL
o o@ " (L =>L+L) q ol Y
Q L2uod 22900
Forme Forme
échelonnée échelonnée
réduite
La matrice du systéme est :
1 1 1 3
(A|B) = 2 -1 -1 0
-1 2 1 2

Avec les opérations Ly — Ly — 2L et L3 — L3 + L on obtient :

1 1 1 3
(ABy=| 0 -3 -3 —6
0 3 2 5

Avec l'opération L3 — L3 + Ly, on obtient :

11 1 3
ABy=| 0 -3 -3 —6
0 0 -1 ~1

Avec les opérations Ly — %Lz et L3 — —L3, on obtient :

111 3
(A|B) = 011 2
0 01 1
Ce qui donne le systéme :
x +y + z = 3
y + z = 2
z = L
x=1
La soulution estalors: ¢ y =1
z=1
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